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РОЗДIЛ 1

МОДЕЛI СЕРЕНДИПОВИХ СКIНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТIВ НА ОСНОВI

«THE THEORY OF PLAFALES»

1.1 Четверна роль базисiв ССЕ

Автори альтернативних моделей ССЕ [1 – 58] конструктивно довели, що

роль базисних функцiй – потрiйна. Вони використовуються в iзопараметрич-

нiй технiцi i в задачах локалiзацiї навантажень на скiнченний елемент.

У роботах [59 – 67] була поставлена ключова мета – конструктивно довес-

ти, що роль базисних функцiй ССЕ – четверна. Характеристика четвертої ро-

лi – t (час). A priori, вiдомi в МСЕ програмнi комплекси i системи автоматизо-

ваного проектування i розрахунку мiстять у своїй алгоритмiчнiй основi набори

базисiв, ранiше знайдених людиною. Виникає iнтерес до створення поколiн-

ня унiверсальних програмно-апаратних комплексiв, якi розв’язують наступнi

класи практичних задач:

1. автоматичний режим конструювання оптимальних базисiв ССЕ на вiдомих

розрахункових шаблонах;

2. автоматичний режим конструювання оптимальних базисiв ССЕ на розра-

хункових шаблонах, на якому людина ще не знайшла функцiї форми. Наприк-

лад, для правильних n-кутникiв виду n = 22k + 1, k ≥ 2 [68];

3. автоматичний режим конструювання оптимальних базисiв ССЕ, якi задо-

вольняють диференцiальному критерiю гармонiчностi Лапласа [69], iнтеграль-

ним критерiям гармонiчностi Привалова i Кьобе [70, 71].

Для 1-го класу задач, в якостi алгоритмiчної (складової) основи ПАК, має

мiсце комбiнований алгебро-геометричний метод [8]. Для гарантованої реалi-

зацiї лiнiї ПАК, якi розв’язують задачi 2 i 3-го класiв, необхiдно розробити якi-

снi математичнi моделi i залучити штучний iнтелект [72]. Серед нескiнченної

кiлькостi оптимальних базисiв ССЕ, якi реалiзують один i той самий спектр

навантажень, пошук базису, який задовольняє диференцiальному i (або) iн-

тегральним критерiям гармонiчностi – проблема NP-складностi [73] (задача



4

повного перебору).

Для успiшного виконання задач 2 i 3-го класiв, вказанi ПАК повиннi вико-

нати всебiчний аналiз заданої конфiгурацiї L = L(x, y, t) з формоутворенням

поверхнi базисної функцiї N(x, y) ≡ L(x, y, T ), T – момент часу, при якому

утворюється (має мiсце) поверхня N(x, y). Невiд’ємною складовою аналiзу є

дослiдження промiжних поверхонь M(x, y) ≡ L(x, y, t), t = fix, якi утворюю-

ться (можуть бути отриманi) в певному промiжку часу t ∈ [0, T ]. A priori, во-

лодiючи аналiтичним видом функцiї форми N(x, y), можна виконати вiзуалiза-

цiю (отримати iлюстративнi образи у тривимiрному просторi) нестацiонарної

поверхнi L(x, y, t) = N(x, y)◦T (t) у фiксованi моменти часу («◦» – символ

композицiї); в окремому випадку – L(x, y, t) = N(x, y) · T (t), T (t) – нормую-

чий множник. У разi розгляду базисної функцiї як функцiї вiд часу у явному

виглядi, наприклад для ССЕ першого порядку: Ni(x, y, t) = µ
(i)
1 (t) + µ

(i)
2 (t)x+

+ µ
(i)
3 (t)y+µ

(i)
4 (t)xy, стандартнi функцiї форми [74 – 76] можуть бути отрима-

нi iз застосуванням апарату матричної алгебри з урахуванням iнтерполяцiйної

гiпотези. В результатi, для базису бiлiнiйної iнтерполяцiї має мiсце наступна

тотожнiсть: Ni(x, y) ≡ Ni(x, y, Ti) = µ
(i)
1 (Ti)+µ

(i)
2 (Ti)x+µ

(i)
3 (Ti)y++µ

(i)
4 (Ti)xy,

µ
(i)
1 (Ti) = 1

4 , µ(i)
2 (Ti) = 1

4xi, µ
(i)
3 (Ti) = 1

4yi, µ
(i)
4 (Ti) = 1

4xiyi, де xi, yi = ±1. Фак-

тично, iз залученням компоненти часу, виникає новий пiдхiд до конструю-

вання базисiв ССЕ, а саме: шуканi функцiї форми ССЕ – логiчний наслiдок

всебiчного (багатогранного) аналiзу моделей L = L(x, y, t).

У строгому розумiннi i у загальному виглядi, u = u(x, y, t) – тривимiрний

топологiчний многовид M 3 [77, 78] у чотиривимiрному просторi, M(x, y) –

проекцiя (двовимiрний многовид M 2) многовиду M 3 на тривимiрний про-

стiр. Тобто, модель вiдображень (HomTop(E
m,Mn) [79]), Top – категорiя то-

пологiчних просторiв, Em – m-вимiрний евклiдiв простiр [80], виглядає нас-

тупним чином:

• u : E3 → E4, u = u(x, y, t) – мономорфiзм (у загальному виглядi), x, y, t –

вимiри E3. Тривимiрний многовид M 3 отриманий у результатi вiдображення;

• f : M 3 → E3, f – мономорфiзм (у загальному виглядi), x, y, z – вимiри
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E3. Двовимiрний многовид M 2 (перспектива) – результат дiї вiдображення.

При використаннi апарату «the theory of plafales» [81, 82], процедура отри-

мання поверхнi M(x, y) (проекцiї тривимiрного многовиду M 3 на тривимiр-

ний простiр) виглядає наступним чином:

• u : PFUSP

k
∼= E2 → E3, u = u(x, y, t) – мономорфiзм (у загальному виг-

лядi), x, y, z – вимiри E3. Поверхня першого порядку E2 (площина) гомео-

морфна об’єкту «the theory of plafales» – the static canvas of plafal (статичний

килим) PFUSP

k [82, с. 16]. З точки зору алгоритмiчної складностi, вказана опе-

рацiя бiльш оптимальна нiж модель з двох послiдовних вiдображень, так як

шуканий многовид M 2 – отриманий у результатi єдиного вiдображення.

Розробленi математичнi моделi ССЕ [60 – 66], на основi апарату «the theory

of plafales» [81, 82], мiстять у собi конфiгурацiї L = L(x, y, t) на квадратному

i трикутному шаблонах; i як наслiдок – моделюють формоутворення нестацiо-

нарних поверхонь польових функцiй U(x, y, t) =
∑m

i=1Ni(x, y) · Ui(t).
Пошук розв’язання ПАК усiх трьох класiв задач – це залучення машинного

часу i ресурсiв потужностей ЕОМ [83]. Час виступає комплексним iнструмен-

том: вiн є якiсним iндикатором робiт ПАК i ЕОМ для обробки результатiв

конструювання базисних i польових функцiй.

Таким чином, четверна роль базисних функцiй ССЕ має наступний змiст:

• вони використовуються в iзопараметричнiй технiцi i в задачах розподiлу

навантажень на скiнченний елемент;

• на 2D розрахункових шаблонах (квадрат, трикутник i т. д.), базисна функцiя

є функцiєю вiд часу у неявному виглядi, а саме: Ni(x, y) ≡ Li(x, y, Ti). Якiснi

властивостi i необхiднi вимоги, якi висуваються до функцiї форми ССЕ, є

результатами аналiзу моделей L = L(x, y, t) з боку ПАК.

1.2 Загальна конфiгурацiя розрахункових шаблонiв

Введемо наступнi системи «the theory of plafales» [81, 82]: the static canvas

of plafal (статичний килим) PFUSP

k [82, с. 16], the
”
ensemble“ of the points (ан-
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самбль точок) PF ens(i,e)
r(i,j)

[82, с. 569 – 575], the imaginary point of plafal (уявна

точка) PF (i,e)pi [82, с. 29 – 86], the degenerate isolated point of plafal (виродже-

на iзольована точка) PF bd(i,e)p(i,e) [82, с. 23 – 25], the flickering point of plafal

(мерехтлива точка) PF (i,e)pid [82, с. 87 – 152].

На статичному килимi (поверхня нульового рiвня) PFUSP

k ансамбль точок

PF ens(i,e)
r(i,j)

[82, с. 569] створює ССЕ (квадратний, трикутний i т. д.) – PF ens(i,e)
r(i,j)Fd(x,y)

[82, с. 555, с. 569]:

PFUSP

k : PF ens(i,e)

r(i,j)
−→ PF ens(i,e)

r(i,j)Fd(x,y)
. (1.1)

Базиснi функцiї Ni(x, y) (i = 1,m) задовольняють iнтерполяцiйнiй гiпотезi:

Ni(xk, yk) = δik,

m∑
i=1

Ni(x, y) = 1, (1.2)

де δik – символ Кронекера, i – номер функцiї, k – номер вузла, m – кiлькiсть

вузлiв.

Модель ∆L(x, y, t) у загальному виглядi:

G ≡ ∆L(x, y, t) =
m⋃
i=1

Li(x, y, t)
◦gi(t)

◦gri (t), (1.3)

G – глобальна функцiя часу змiн аплiкат поверхонь Li(x, y, t) з урахуванням

плавних переходiв. В подальшому, G виступатиме композицiєю об’єктiв «the

theory of plafales».

Використовуючи iнтерполяцiйну гiпотезу (1.2), покладемо [82, с. 30]:

Li(xi, yi, Ti) = Ni(xi, yi) = PF (i,e)pi = a(m(Ti))± 1 = 1, (1.4)

Li(xi, yi, t) = Mi(xi, yi) = PF (i,e)pi = a(m(t))± 1, (1.5)

де a(m(t)) ± 1 – характеристична функцiя уявної точки; m(t) – функцiя часу

характеристичної функцiї.

Використовуючи iнтерполяцiйну гiпотезу (1.2), покладемо [82, с. 30]:

Li(xk, yk, Ti) = Ni(xk, yk) = PF bd(i,e)p(i,e) = a(n(Ti))± 1 = 0, i 6= k, (1.6)
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Li(xk, yk, t) = Mi(xk, yk) = PF bd(i,e)p(i,e) = a(n(t))± 1, i 6= k, (1.7)

де a(n(t))±1 – характеристична функцiя виродженої iзольованої точки; n(t) –

функцiя часу характеристичної функцiї.

Покладемо значення вздовж границi елемента (виключаючи вузли) i все-

рединi елемента (область D) [82, с. 88]:
Li(x, y, t) = Mi(x, y) = PF (i,e)pid = a(h(t))± 1,

h(t) = m(t)f(x, y)± n(t)f(x, y),

Mi(x, y) = Mi(x
′
0, y
′
0) +

∑s
k=1

1
k!((x− x

′
0)

∂
∂x + (y − y′0) ∂

∂y)
kMi(x

′
0, y
′
0) + o(ρs),

(1.8)

де a(h(t)) ± 1 – характеристична функцiя мерехтливої точки; h(t) – функцiя

часу характеристичної функцiї; третє рiвняння системи (1.8) – розклад за фор-

мулою Тейлора; (x′0, y
′
0) – координати барицентра.

Для характеристичних функцiй a(m(t))±1, a(n(t))±1 виникають наступнi

можливостi:

• для (1.4), (1.6) iснує спiльне значення часу t = Tспiл при якому вони мають

мiсце, а отже m(t), n(t) взаємопов’язанi мiж собою наступним чином:a(m(t))± 1 = 1,

a(n(t))± 1 = 0,
⇒ n(t) = f(m(t)), (1.9)

дана конструкцiя i вибiр вiдображення
”
a“ –

”
м’яке“ моделювання [84] конфi-

гурацiї обчислювального шаблону. Наприклад, a = sin.

• m(t) i n(t) є довiльними функцiями, а отже для кожної iз них можуть iсну-

вати власнi моменти часу, при яких мають мiсце (1.4), (1.6).

Послiдовнiсть побудови (переходу за часом) базисних функцiй складається

з наступного ланцюгу: N1(x, y) → N2(x, y) → . . . → Nm(x, y), з урахуванням∑m
i=1Ni(x, y) = 1 i

∑m
i=1 γi = 1. Мiж базисними функцiями здiйснюються

плавнi переходи за часом. Вiдлiк часу розпочнемо з t = 0. Вищезгаданi ПАК

виконують одночасний процес аналiзу стандартної i розширеної конфiгурацiй

L = L(x, y, t).
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1.2.1 Стандартна конфiгурацiя

З урахуванням (1.8), для стандартної конфiгурацiї мають мiсце двi системи:

Ni(x, y) =



a(h(T ))± 1 = δik,

h(T ) = m(T )f(x, y)± n(T )f(x, y),

f(x, y) =
∑s

r=0((α1 − 1)
∏s

l=1(l−r)
s! + (−1)2r)(α r2+r+2

2

x+ α r2+3r+2
2

y)r,

min s =

{
[m3 ], . . . , [m2 ], . . . ,

[
[m2 ]+1

2

]2
}
,max s = m, [ ]− цiла част.,

xiyj * ϕ(x, y)⇒ ∂p

∂xi∂yj ≡ 0, i+ j = p, p ≤ s,

γi = 1
S

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dxdy,

∆(a(h(T ))± 1) = 0,

Mi(x0, y0) = 1
S

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dS,

Mi(x0, y0) = 1
L

∮
(a(h(T ))± 1)dl, (x0, y0)− барицентр,

(1.10)

для a(h(T ))± 1 виконаний розклад за формулою Тейлора згiдно третього рiв-

няння (1.8), ϕ(x, y) – iнтерполяцiйний полiном ССЕ у загальному виглядi,

m – кiлькiсть вузлiв ССЕ, ∆ – оператор Лапласа, γi – вузлова доля масової

сили, ∆(a(h(T ))± 1) = 0 – диференцiальний критерiй гармонiчностi Лапласа,

Mi(x0, y0) = 1
S

∫∫
D(a(h(T ))±1)dS – iнтегральний критерiй гармонiчностi При-

валова, Mi(x0, y0) = 1
L

∮
(a(h(T ))±1)dl – iнтегральний критерiй гармонiчностi

Кьобе, α r2+r+2q+2
2

xr−qyq, q = 0, r – q-ий член у розкладi (α r2+r+2
2

x + α r2+3r+2
2

y)r.

Mi(x0, y0) – значення правої частини третього рiвняння (1.8). В загальному

виглядi, конфiгурацiя (1.10) є перевизначеною системою, тому пiдсистема W ∗

з мiнiмальним набором рiвнянь (кiлькiсть рiвнянь: (min s)2+3·(min s)+2
2 ) визначає

шуканi коефiцiєнти α для f(x, y).

Значення s вибирається згiдно побудови й iснування iнтерполяцiйного по-

лiному ССЕ у загальному виглядi (в тому числi з урахуванням невузлових

параметрiв) [8, 74]; iз збереженням мiжелементної неперервностi [85].

Множина ключових компонентiв пiдсистеми W ∗ складається з m рiвнянь
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{a(h(T )) ± 1 = δik}, h рiвнянь {xiyj * ϕ(x, y) ⇒ ∂p

∂xi∂yj ≡ 0, i + j = p},
maxh =

{
(min s)2+3·(min s)+2

2 −m
}

вiдповiдно.

У випадку h = (min s)2+3·(min s)+2
2 −(m+1), ПАК на мiсце (min s)2+3·(min s)+2

2 -ого

рiвняння ставить одне iз чотирьох останнiх рiвнянь (фактично, виконується

процедура повного перебору) конфiгурацiї (1.10), а також виконує одночасно

бiєкцiю f : t ∈ (a, b) ↔ R мiж довiльним iнтервалом (a, b) i множиною дiй-

сних чисел R наступним чином [86]:f = cot π(t−a)
b−a = αi′,

i′ = 1, r
2+r+2q+2

2 , q = 0, r, r = 1, s.
(1.11)

Розглянемо нижченаведенi конфiгурацiї моделi (1.10):

1. h =
{

(min s)2+3·(min s)+2
2 − (m+ i′′), i′′ = 2, 5

}
: використовуються чотири оста-

ннi рiвняння (1.10), а також залежнiсть (1.11); i′′ – кiлькiсть невузлових па-

раметрiв (мономiв). Для вказаної конфiгурацiї, в загальному виглядi, модель

(1.10) може бути недовизначеною системою, тому для ρ′ невiдомих α, де

max ρ′ = (min s)2+3·(min s)+2
2 − (m + h + 1), приймаємо α ≡ C,C ∈ R. Анало-

гiчно для h ≤ (max s)2+3·(max s)+2
2 − (m+ i′′).

2. h =
{

(min s)2+3·(min s)+2
2 − (m+ i′′), i′′ > 5

}
: конфiгурацiя (1.10) є недовизна-

ченою системою; для ρ′′ невiдомих α, де min ρ′′ = (min s)2+3·(min s)+2
2 −(m+h+5),

приймаємо α ≡ C,C ∈ R. Аналогiчно для h ≤ (max s)2+3·(max s)+2
2 − (m+ i′′).

Необхiдно зазначити, що для обох випадкiв – бiєкцiя (1.11) завжди має

мiсце.

Для квадратних ССЕ вищого порядку (починаючи з бiквадратичної iнтер-

поляцiї) не iснує базисiв якi б задовольняли диференцiальний критерiй гармо-

нiчностi Лапласа [8]. Функцiї форми для трикутника i квадрата 1-ого порядкiв

задовольняють вказаний критерiй.

Якщо в результатi всебiчного аналiзу конфiгурацiї (1.10) зi сторони ПАК,

шуканi базиснi функцiї, з необхiдними вимогами користувача (наприклад, до-

статньо щоб базис задовольняв iнтегральний критерiй гармонiчностi Привало-

ва), не були знайденi в аналiтичному виглядi, але гарантовано розв’язана сис-
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тема W ∗ – ПАК продовжує процес аналiзу конфiгурацiй (1.12), (1.14), (1.15).

З урахуванням (1.5), (1.7), (1.8), друга система стандартної конфiгурацiї

має наступний вигляд:

Mi(x, y) =




a(h(t))± 1 = δik · (a(m(t))± 1),

a(h(t))± 1 = {Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)},

a(h(t))± 1 = {Γi : Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)} ∧ {PF (i,e)pid ≡ 0},

h(t) = m(t)f(x, y)± n(t)f(x, y),

f(x, y) =
∑s

r=0((α1 − 1)
∏s

l=1(l−r)
s! + (−1)2r)(α r2+r+2

2

x+ α r2+3r+2
2

y)r,

min s =

{
[m3 ], . . . , [m2 ], . . . ,

[
[m2 ]+1

2

]2
}
,max s = m, [ ]− цiла част.,

xiyj * ϕ(x, y)⇒ ∂p

∂xi∂yj ≡ 0, i+ j = p, p ≤ s,

γi = 1
S

∫∫
D(a(h(t))± 1)dxdy,

∆(a(h(t))± 1) = 0,

Mi(x0, y0) = 1
S

∫∫
D(a(h(t))± 1)dS,

Mi(x0, y0) = 1
L

∮
(a(h(t))± 1)dl, (x0, y0)− барицентр,

(1.12)

для a(h(t)) ± 1 виконаний розклад за формулою Тейлора згiдно третього рiв-

няння (1.8) – має мiсце права частина зазначеної системи. Розглянемо кожен

iз випадкiв окремо. У випадку a(h(t)) ± 1 = δik · (a(m(t)) ± 1): в i-му ву-

злi здiйснюється змiна аплiкати згiдно закону (a(m(t)) ± 1); в iнших (m − 1)

вузлах має мiсце δik. У випадку a(h(t)) ± 1 = {Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)}: в i-

му вузлi здiйснюється змiна аплiкати згiдно закону (a(m(t)) ± 1); в iнших

(m − 1) вузлах здiйснюються змiни аплiкат згiдно закону (a(n(t)) ± 1). У

випадку a(h(t)) ± 1 = {Γi : Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)} ∧ {PF (i,e)pid ≡ 0}, Γ –

границя ССЕ, «∧» – символ кон’юнкцiї: для сторони (сторiн) границi ССЕ –

{Γi : Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)}, на якiй (яких) знаходиться i-ий вузел, маємо: в

i-му вузлi здiйснюється змiна аплiкати згiдно закону (a(m(t)) ± 1), в iнших

вузлах здiйснюються змiни аплiкат згiдно закону (a(n(t)) ± 1); для сторiн, на

яких не знаходиться i-ий вузел, значення аплiкат поверхонь Mi(x, y) дорiв-
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нює нулю. Безумовно, ПАК виконує одночасну процедуру аналiзу всiх трьох

розглянутих випадкiв конфiгурацiї (1.12).

Конфiгурацiя (1.12) є перевизначеною системою, тому пiдсистема W ∗∗ з

мiнiмальним набором рiвнянь (кiлькiсть рiвнянь: (min s)2+3·(min s)+2
2 ) визначає

шуканi коефiцiєнти α = g(t) для f(x, y), а отже повнiстю задає Li(x, y, t) у

тривимiрному просторi (многовид M 3). Зауваження. У строгому сенсi, по-

верхня Mi(x, y) (многовид M 2) є складовою Li(x, y, t) (многовиду M 3), яка

може бути отримана у фiксований момент часу t ∈ [a, T ].

Множина ключових компонентiв пiдсистеми W ∗∗ складається з h рiвнянь

{xiyj * ϕ(x, y) ⇒ ∂p

∂xi∂yj ≡ 0, i + j = p}, до решти ( (min s)2+3·(min s)+2
2 − h) рiв-

нянь входять усi можливi комбiнацiї рiвнянь (1.12) i бiєкцiя (1.11). Кiлькiсть

таких комбiнацiй складає C
( (min s)2+3·(min s)+2

2 −h)

V , C – сполука, V – наступна мно-

жина: V = {γi,∆,Mi(x0, y0), {Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)}, {PF (i,e)pid ≡ 0}, αi′}, де

γi – вузлова доля масової сили, ∆ – диференцiальний критерiй гармонiчностi

Лапласа, Mi(x0, y0) – останнi два рiвняння (1.12), {Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)} – пiд-

множина з m рiвнянь, {PF (i,e)pid ≡ 0} – рiвняння сторiн границi ССЕ на яких

не знаходиться i-ий вузел i, вiдповiдно, значення аплiкат поверхонь Mi(x, y)

дорiвнює нулю, αi′ – залежнiсть (1.11).

Наведемо приклад для ССЕ·4 (квадрат першого порядку), a priori, володi-

ючи значенням h: s =
[
m
2

]
=
[

4
2

]
= 2, h = 2; отже C

( 22+3·2+2
2 −2)

V ∗ = C4
8 = 70,

|V ∗| = 8, V ∗ = {γi,∆,Mi(x0, y0)︸ ︷︷ ︸
2 рiвняння

, {Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)}︸ ︷︷ ︸
4 рiвняння

} ⊂ V . Тобто, для ре-

шти (22+3·2+2
2 − 2) = 4-х рiвнянь, ПАК використовує усi 70 комбiнацiй; напри-

клад: {γi,∆,Mi(x0, y0)︸ ︷︷ ︸
2 рiвняння

}, {{Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)}︸ ︷︷ ︸
4 рiвняння

} i т. д.

У випадку ∃min ρ′′′ = ( (min s)2+3·(min s)+2
2 − h − |V |) ≥ 1, ρ′′′ ∈ N , |V | –

потужнiсть злiченної множини; для ρ′′′ невiдомих α приймаємо α ≡ C,C ∈ R.

Зауваження. Множина V має бути строго визначена, тобто всi її елементи, якi

використовуються для конкретного ССЕ мають сенс. Фактично, в частинному

випадку, Mi(x, y) є субститут-базисом.

Все вищесказане справедливо для min s < s ≤ max s.
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Розглянемо логiку пошуку базисної функцiї з боку ПАК. Пiдсистема W ∗∗

конфiгурацiї (1.12), i вiдповiдний їй многовид M 3, є допомiжним iнструмен-

том конструювання шуканого базиса для пiдсистеми W ∗ конфiгурацiї (1.10).

Дiйсно, в областi D (всерединi ССЕ), пiдсистема W ∗∗ визначає додатковi ви-

моги до функцiї форми зi сторони користувача, якi ПАК не визначив у моделi

(1.10), але, безумовно, система W ∗ має мiсце. Вказаними вимогами можуть

бути, наприклад, iнтегральний критерiй гармонiчностi Кьобе i диференцiаль-

ний критерiй гармонiчностi Лапласа. Виходячи з цього, для пошуку Ni(x, y),

ПАК керується нижченаведеною формулоюsupD |Li(x, y, T )− Li(x, y, t)| → 0,

infD |Li(x, y, T )− Li(x, y, t)| → 0,
(1.13)

де Li(x, y, T ) – многовид M 2 (поверхня) пiдсистеми W ∗ i многовид M 3 iз ура-

хуванням (1.11), Li(x, y, t) – многовид M 3 пiдсистеми W ∗∗. Залежнiсть (1.13)

є узагальненою. Розглянемо наступнi її варiацiї.

1. ∃ F ′ : Li(x, y, t)→ Li(x, y, T ). Вiдбувається перехiд (вiдображення) вiд пiд-

системи W ∗∗ до пiдсистеми W ∗, тобто базисна функцiя
”
оснащується“ шука-

ними додатковими вимогами. У випадку ∃ a(h(t))±1 = {Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)}
для W ∗∗ i (1.9), F ′ є афiнним перетворенням, тобто має мiсце паралельне пе-

ренесення на величину ±|1− (a(m(t))± 1)|. Якщо Li(x, y, T ) ⊂ Li(x, y, t), то

F ′ ≡ id (тотожне вiдображення). Також для F ′ має мiсце еквiвалентна задача

мiнiмiзацiї функцiонала (метод Рiтца).

2. ∃ F ′′ : Li(x, y, T ) → Li(x, y, t). Вiдбувається перехiд (вiдображення) вiд

пiдсистеми W ∗ до пiдсистеми W ∗∗. Для даного випадку справедливо F ′′ = f ,

де f – залежнiсть (1.11), в силу якої ∃! T • : Li(x, y, T
•) ⊂ Li(x, y, t), а отже

шуканий базис буде гарантовано знайдено. ∃! T • – iснування хоча б єдиного

моменту часу, T • ∈ [a, T ].

Для розширених конфiгурацiй (1.14), (1.15), ПАК використовує аналогi-

чний процес аналiзу; з поправкою на те, що мiнiмальна кiлькiсть рiвнянь у

вiдповiдних пiдсистемах W ∗∗∗ i W ∗∗∗∗ дорiвнює (min s+ 1)2.
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1.2.2 Розширена конфiгурацiя

Наведемо вiдповiднi системи для розширеної конфiгурацiї:

Ni(x, y) =



a(h(T ))± 1 = δik,

h(T ) = m(T )f(x, y)± n(T )f(x, y),

f(x, y) =
∑s

k,l=0 αklx
kyl,

min s =

{
[m3 ], . . . , [m2 ], . . . ,

[
[m2 ]+1

2

]2
}
,max s = m, [ ]− цiла част.,

xiyj * ϕ(x, y)⇒ ∂p

∂xi∂yj ≡ 0, i+ j = p, p ≤ s,

γi = 1
S

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dxdy,

∆(a(h(T ))± 1) = 0,

Mi(x0, y0) = 1
S

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dS,

Mi(x0, y0) = 1
L

∮
(a(h(T ))± 1)dl, (x0, y0)− барицентр,

(1.14)

Mi(x, y) =




a(h(t))± 1 = δik · (a(m(t))± 1),

a(h(t))± 1 = {Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)},

a(h(t))± 1 = {Γi : Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)} ∧ {PF (i,e)pid ≡ 0},

h(t) = m(t)f(x, y)± n(t)f(x, y),

f(x, y) =
∑s

k,l=0 αklx
kyl,

min s =

{
[m3 ], . . . , [m2 ], . . . ,

[
[m2 ]+1

2

]2
}
,max s = m, [ ]− цiла част.,

xiyj * ϕ(x, y)⇒ ∂p

∂xi∂yj ≡ 0, i+ j = p, p ≤ s,

γi = 1
S

∫∫
D(a(h(t))± 1)dxdy,

∆(a(h(t))± 1) = 0,

Mi(x0, y0) = 1
S

∫∫
D(a(h(t))± 1)dS,

Mi(x0, y0) = 1
L

∮
(a(h(t))± 1)dl, (x0, y0)− барицентр.

(1.15)
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1.3 Модель ССЕ·4

Будемо розглядати стандартний квадрат 2×2 з чотирма вузлами у верши-

нах – рисунок 1.1.

Рисунок 1.1 — Елемент з бiлiнiйним базисом

Для ССЕ·4 (1.2) має наступний вигляд:

Ni(xk, yk) = δik,

4∑
i=1

Ni(x, y) = 1.

Для ССЕ·4 (1.1) має наступний змiст: на статичному килимi (поверхня ну-

льового рiвня) PFUSP

k ансамбль точок PF ens(i,e)
r(i,j)

створює стандартний квадрат

з чотирма вузлами у вершинах – рисунок 1.2.

Рисунок 1.2 — Створення ССЕ·4
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У якостi обчислювального шаблону, у загальному виглядi, будемо розгля-

дати рисунок 1.3. Вузли 1, 2, 3, 4 – уявнi PF (i,e)pi або виродженi iзольованi

точки PF bd(i,e)p(i,e) (для кожної з чотирьох базисних функцiй свiй власний випа-

док розташування) мiж якими здiйснюється перехiд за часом [82, с. 31, с. 41].

Вздовж сторiн 1 – 2, 2 – 3, 3 – 4, 4 – 1 i всерединi квадрата (область D)

розташованi мерехтливi точки PF (i,e)pid.

Рисунок 1.3 — Обчислювальний шаблон

Послiдовнiсть побудови (переходу за часом) базисних функцiй складається

з наступного ланцюгу: N1(x, y)→ N2(x, y)→ N3(x, y)→ N4(x, y).

1.3.1 Конструювання базисної функцiї у 1-ому вузлi

Модель L1(x, y, t) у 1-ому вузлi – рисунок 1.4:

L1(x, y, t) =

N1(x, y), t = T, (1.10), (1.14),

M1(x, y), t ∈ [0, T ], (1.12), (1.15).
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Рисунок 1.4 — Конфiгурацiя базисної функцiї у 1-ому вузлi

Конфiгурацiя (1.10) має наступний вигляд:

N1(x, y) =



a(h(T ))± 1 = δik,

h(T ) = m(T )f(x, y)± n(T )f(x, y),

f(x, y) =
∑2

r=0((α1 − 1)
∏s

l=1(l−r)
s! + (−1)2r)(α r2+r+2

2

x+ α r2+3r+2
2

y)r,

min s = [m2 ] = [4
2 ] = 2,

ϕ(x, y) = β1 + β2x+ β3y + β4xy,

{x2, y2} * ϕ(x, y)⇒ { ∂2∂x2 ≡ 0, ∂
2

∂y2 ≡ 0},

γ1 = 1
4

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dxdy,

∆(a(h(T ))± 1) = 0,

M1(0, 0) = 1
4

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dS,

M1(0, 0) = 1
8

∮
(a(h(T ))± 1)dl, (0, 0)− барицентр,

(1.16)

де f(x, y) =
∑2

r=0((α1−1)
∏s

l=1(l−r)
s! +(−1)2r)(α r2+r+2

2

x+α r2+3r+2
2

y)r = α1 +α2x+

+ α3y + α4x
2 + α5xy + α6y

2.
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• Згiдно (1.9) отримуємо наступну можливiсть:

∃ a = ln :

ln(m(t)) = 0,

ln(n(t)) = 1,
⇒ n(t) = e ·m(t). (1.17)

Покладемо m(t) = t ⇒ n(t) = e · t. З (1.17) встановлюємо, що T = 1. Друге

рiвняння (1.16) буде мати вигляд h(T ) = f(x, y)±e·f(x, y). Виконаємо розклад

лiвої частини першого рiвняння (1.16) згiдно (1.8) – використаємо формулу

Тейлора, маємо: a(h(T ))± 1 = ln(f(x, y)± e · f(x, y))± 1 = ln((1± e) · (α1 +

+ α2x + α3y + α4x
2 + α5xy + α6y

2)) ± 1 = ln((1 ± e) · α1) ± 1 + α2

α1
x + α3

α1
y +

+ (2α1α4−α2
2

α2
1

)x2 + (α1α5−α2α3

α2
1

)xy + (2α1α6−α2
3

α2
1

)y2.

Система W ∗ моделi (1.16) складається iз m = 4-х рiвнянь a(h(T ))±1 = δik

i h = 2-х рiвнянь { ∂2∂x2 ≡ 0, ∂
2

∂y2 ≡ 0}.

W ∗ =



ln((1± e) · α1)± 1− α2

α1
− α3

α1
+ α1α5−α2α3

α2
1

= 1,

ln((1± e) · α1)± 1 + α2

α1
− α3

α1
− α1α5−α2α3

α2
1

= 0,

ln((1± e) · α1)± 1 + α2

α1
+ α3

α1
+ α1α5−α2α3

α2
1

= 0,

ln((1± e) · α1)± 1− α2

α1
+ α3

α1
− α1α5−α2α3

α2
1

= 0,

2α1α4−α2
2

α2
1

= 0,

2α1α6−α2
3

α2
1

= 0,

α1 6= 0.

(1.18)

Розв’язавши систему (1.18), маємо:

ln((1± e) · α1)± 1 = 1
4 ,

α2

α1
= −1

4 ,

α3

α1
= −1

4 ,

α1α5−α2α3

α2
1

= 1
4 .

{α1 = e
1
4∓1

1±e , α2 = α3 = − e
1
4∓1

4·(1±e) , α4 = α6 = C,C ∈ R,α5 = 5·e
1
4∓1

16·(1±e)} – вiдповiд-

ний набiр коефiцiєнтiв. Отже, N1(x, y) = 1
4 −

1
4x −

1
4y + 1

4xy. Вказаний базис

задовольняє три останнi рiвняння конфiгурацiї (1.16), γ1 = 1
4 .



18

Плавний перехiд вiд N1(x, y)→ L2(x, y, t) здiйснюється за правилами «ab-

solute transition» (абсолютного переходу) i «absolute reversionary returning back

transition after a certain time» (абсолютного реверсивного переходу через пев-

ний час) [82, с. 31, с. 41]:PF (i,e)pi −→Ω(g(t)) PF bd(i,e)p(i,e),

g(t) = (ln(m(1 + c))◦ ln(n(1 + c,∞)) + (−1)[m(1+c)◦n(1+c,∞)]).

PF bd(i,e)p(i,e) −→Ω(gr(t)) PF (i,e)pi, k = 2,

g1(t) = (ln(m(1 + c))◦ ln(n(T2)) + (−1)[m(1+c)◦n(T2)]), t ∈ [1 + c, T2],

g2(t) = (ln(m(T2 + d))◦ ln(n(T2 + d,∞)) + (−1)[m(T2+d)◦n(T2+d,∞)]),

gr(t) = g1(t) ∪ g2(t).

(1 + c) – момент часу плавного переходу N1(x, y) → L2(x, y, t); (T2 + d) –

момент часу плавного переходу N2(x, y) → L3(x, y, t); T2 – момент часу, при

якому N2(x, y) має мiсце.

• Якщо (1.9) не виконується, маємо: нехай ∀ m(t) : ∃ t = T1 так що

виконується (1.4):

a(m(T1))± 1 = 1.

Нехай ∀ n(t) : ∃ t = T2 6= T1 так що виконується (1.6):

a(n(T2))± 1 = 0.

1. T1 > T2. Для (1.10) i (1.14):

L1(xk, yk, t) =

a(n(t))± 1, t ∈ [0, T2),

0, t ∈ [T2, T1].

Для (1.12) i (1.15), бiєкцiя (1.11) має мiсце при t ∈ (T2, T1).

2. T1 < T2. Для (1.10) i (1.14):

L1(xi, yi, t) =

a(m(t))± 1, t ∈ [0, T1),

1, t ∈ [T1, T2].

Для (1.12) i (1.15), бiєкцiя (1.11) має мiсце при t ∈ (T1, T2).
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1.3.2 Конструювання базисної функцiї у 2-ому вузлi

Модель L2(x, y, t) у 2-ому вузлi – рисунок 1.5:

L2(x, y, t) =

N2(x, y), t = T2, (1.10), (1.14),

M2(x, y), t ∈ (1 + c, T2], (1.12), (1.15).

Рисунок 1.5 — Конфiгурацiя на поверхнi нульового рiвня

Конфiгурацiя (1.10) має наступний вигляд:

N2(x, y) =



a(h(T2))± 1 = δik,

h(T2) = m(T2)f(x, y)± n(T2)f(x, y),

f(x, y) =
∑2

r=0((α1 − 1)
∏s

l=1(l−r)
s! + (−1)2r)(α r2+r+2

2

x+ α r2+3r+2
2

y)r,

min s = [m2 ] = [4
2 ] = 2,

ϕ(x, y) = β1 + β2x+ β3y + β4xy,

{x2, y2} * ϕ(x, y)⇒ { ∂2∂x2 ≡ 0, ∂
2

∂y2 ≡ 0},

γ2 = 1
4

∫∫
D(a(h(T2))± 1)dxdy,

∆(a(h(T2))± 1) = 0,

M2(0, 0) = 1
4

∫∫
D(a(h(T2))± 1)dS,

M2(0, 0) = 1
8

∮
(a(h(T2))± 1)dl, (0, 0)− барицентр.

(1.19)



20

Конструювання N2(x, y) аналогiчно до (1.17), (1.18) з урахуванням того, що

m(t) = (t−1
2)⇒ n(t) = e·(t−1

2); T2 = 3
2 вiдповiдно.N2(x, y) = 1

4+1
4x−

1
4y−

1
4xy.

Вказаний базис задовольняє три останнi рiвняння конфiгурацiї (1.19), γ2 = 1
4 .

Плавний перехiд вiд N2(x, y)→ L3(x, y, t) здiйснюється за правилами «ab-

solute transition» (абсолютного переходу) i «absolute reversionary returning back

transition after a certain time» (абсолютного реверсивного переходу через пев-

ний час) [82, с. 31, с. 41]:PF (i,e)pi −→Ω(g(t)) PF bd(i,e)p(i,e),

g(t) = (ln(m(3
2 + d))◦ ln(n(3

2 + d,∞)) + (−1)[m( 3
2+d)◦n( 3

2+d,∞)]).

PF bd(i,e)p(i,e) −→Ω(gr(t)) PF (i,e)pi, k = 3,

g1(t) = (ln(m(3
2 + d))◦ ln(n(T3)) + (−1)[m( 3

2+d)◦n(T3)]), t ∈ [3
2 + d, T3],

g2(t) = (ln(m(T3 + q))◦ ln(n(T3 + q,∞)) + (−1)[m(T3+q)◦n(T3+q,∞)]),

gr(t) = g1(t) ∪ g2(t).

(3
2 + d) – момент часу плавного переходу N2(x, y) → L3(x, y, t); (T3 + q) –

момент часу плавного переходу N3(x, y) → L4(x, y, t); T3 – момент часу, при

якому N3(x, y) має мiсце.

1.3.3 Конфiгурацiї базисних функцiй у 3, 4-ому вузлах

Побудова N3(x, y) i N4(x, y) вiдбувається аналогiчним шляхом.

L3(x, y, t) =

N3(x, y), t = T3, (1.10), (1.14),

M3(x, y), t ∈ (3
2 + d, T3], (1.12), (1.15).

L4(x, y, t) =

N4(x, y), t = T4, (1.10), (1.14),

M4(x, y), t ∈ (T3 + q, T4], (1.12), (1.15).
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1.3.4 Ансамблювання поверхонь

Виходячи iз всього вищезазначеного, отримуємо для (1.3):

G ≡ ∆L(x, y, t) =
4⋃
i=1

Li(x, y, t)
◦gi(t)

◦gri (t).

1.3.5 Конфiгурацiя польової функцiї

Використовуючи обчислювальний шаблон – рисунок 1.3, отримуємо кон-

фiгурацiю польової функцiї U(x, y, t) =
∑4

i=1Ni(x, y) ·Ui(t), U(x, y, t) – неста-

цiонарна поверхня, Ui(t) – вузловi значення польової функцiї.

U(−1,−1, t) = U1(t) = PF (i,e)pi = a(m1(t))± 1,

U(1,−1, t) = U2(t) = PF (i,e)pi = a(m2(t))± 1,

U(1, 1, t) = U3(t) = PF (i,e)pi = a(m3(t))± 1,

U(−1, 1, t) = U4(t) = PF (i,e)pi = a(m4(t))± 1,

U(x, y, t)1−2 = PF (i,e)pid = a(h(t)1−2)± 1 = a(a−1[N1(x, y) · (a(m1(t))± 1)+

+N2(x, y) · (a(m2(t))± 1)]) =
∑2

i=1Ni(x, y) · Ui(t),

U(x, y, t)2−3 = PF (i,e)pid = a(h(t)2−3)± 1 = a(a−1[N2(x, y) · (a(m2(t))± 1)+

+N3(x, y) · (a(m3(t))± 1)]) =
∑3

i=2Ni(x, y) · Ui(t),

U(x, y, t)3−4 = PF (i,e)pid = a(h(t)3−4)± 1 = a(a−1[N3(x, y) · (a(m3(t))± 1)+

+N4(x, y) · (a(m4(t))± 1)]) =
∑4

i=3Ni(x, y) · Ui(t),

U(x, y, t)4−1 = PF (i,e)pid = a(h(t)4−1)± 1 = a(a−1[N1(x, y) · (a(m1(t))± 1)+

+N4(x, y) · (a(m4(t))± 1)]) =
∑

i={1,4}Ni(x, y) · Ui(t),

U(x, y, t)D = PF (i,e)pid = a(h(t)D)± 1 = a(a−1[
∑4

i=1Ni(x, y) · Ui(t)]) =

=
∑4

i=1Ni(x, y) · Ui(t).
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1.4 Модель ССЕ·8

Будемо розглядати стандартний квадрат 2×2 з вiсьмома вузлами у верши-

нах – рисунок 1.6.

Рисунок 1.6 — ССЕ другого порядку

Для ССЕ·8 (1.2) має наступний вигляд:

Ni(xk, yk) = δik,
8∑
i=1

Ni(x, y) = 1.

Для ССЕ·8 (1.1) має наступний змiст: на статичному килимi (поверхня ну-

льового рiвня) PFUSP

k ансамбль точок PF ens(i,e)
r(i,j)

створює стандартний квадрат

з вiсьмома вузлами у вершинах – рисунок 1.7.

Рисунок 1.7 — Створення ССЕ·8
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У якостi обчислювального шаблону, у загальному виглядi, будемо розгля-

дати рисунок 1.8. Вузли 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 – уявнi PF (i,e)pi або виродженi

iзольованi точки PF bd(i,e)p(i,e) (для кожної з вiсьмох базисних функцiй свiй

власний випадок розташування) мiж якими здiйснюється перехiд за часом

[82, с. 31, с. 41]. Вздовж сторiн 1 – 2, 2 – 3, 3 – 4, 4 – 1 i всерединi квадрата

(область D) розташованi мерехтливi точки PF (i,e)pid.

Рисунок 1.8 — Обчислювальний шаблон

Послiдовнiсть побудови (переходу за часом) базисних функцiй складається

з наступного ланцюгу: N1(x, y)→ N2(x, y)→ N3(x, y)→ . . .→ N8(x, y).

1.4.1 Конструювання базисної функцiї у 1-ому вузлi

Модель L1(x, y, t) у 1-ому вузлi – рисунок 1.9:

L1(x, y, t) =

N1(x, y), t = T, (1.10), (1.14),

M1(x, y), t ∈ [0, T ], (1.12), (1.15).
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Рисунок 1.9 — Конфiгурацiя базисної функцiї у 1-ому вузлi

Конфiгурацiя (1.10) має наступний вигляд:

N1(x, y) =



a(h(T ))± 1 = δik,

h(T ) = m(T )f(x, y)± n(T )f(x, y),

f(x, y) =
∑4

r=0((α1 − 1)
∏s

l=1(l−r)
s! + (−1)2r)(α r2+r+2

2

x+ α r2+3r+2
2

y)r,

min s = [m2 ] = [8
2 ] = 4,

ϕ(x, y) = β1 + β2x+ β3y + β4x
2 + β5xy + β6y

2 + β7x
2y + β8xy

2+

+ β9x
2y2,

{x3, y3, x4, x3y, xy3, y4} * ϕ(x, y)⇒

⇒ { ∂3∂x3 ≡ 0, ∂
3

∂y3 ≡ 0, ∂
4

∂x4 ≡ 0, ∂4

∂x3∂y ≡ 0, ∂4

∂x∂y3 ≡ 0, ∂
4

∂y4 ≡ 0},

γ1 = 1
4

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dxdy,

M1(0, 0) = 1
4

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dS,

M1(0, 0) = 1
8

∮
(a(h(T ))± 1)dl, (0, 0)− барицентр,

(1.20)

де f(x, y) =
∑4

r=0((α1−1)
∏s

l=1(l−r)
s! +(−1)2r)(α r2+r+2

2

x+α r2+3r+2
2

y)r = α1 +α2x+

+ α3y+α4x
2 +α5xy+α6y

2 +α7x
3 +α8x

2y+α9xy
2 +α10y

3 +α11x
4 +α12x

3y+

+ α13x
2y2 + α14xy

3 + α15y
4.

Система W ∗ моделi (1.20) складається iз m = 8-х рiвнянь a(h(T ))±1 = δik,

h = 6-х рiвнянь { ∂3∂x3 ≡ 0, ∂
3

∂y3 ≡ 0, ∂
4

∂x4 ≡ 0, ∂4

∂x3∂y ≡ 0, ∂4

∂x∂y3 ≡ 0, ∂
4

∂y4 ≡ 0},
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на мiсце 15-го рiвняння поставимо, наприклад, γ1 = 1
36 (спектр отриманий

емпiричним шляхом). N1(x, y) = 1
4(1−x)(1−y)xy – шуканий базис зазначеної

моделi W ∗. Вказаний базис не задовольняє два останнi рiвняння (1.20), тому,

якщо користувач вимагає додатковi вимоги (шуканi iнтегральнi критерiї), то

ПАК продовжує аналiз моделей (1.12) й (1.15). Для системи W ∗∗: C9
14 = 2002.

Плавний перехiд вiд N1(x, y)→ L2(x, y, t) здiйснюється за правилами «ab-

solute transition» (абсолютного переходу) i «absolute reversionary returning back

transition after a certain time» (абсолютного реверсивного переходу через пев-

ний час) [82, с. 31, с. 41]:PF (i,e)pi −→Ω(g(t)) PF bd(i,e)p(i,e),

g(t) = (ln(m(1 + c))◦ ln(n(1 + c,∞)) + (−1)[m(1+c)◦n(1+c,∞)]).

PF bd(i,e)p(i,e) −→Ω(gr(t)) PF (i,e)pi, k = 2,

g1(t) = (ln(m(1 + c))◦ ln(n(T2)) + (−1)[m(1+c)◦n(T2)]), t ∈ [1 + c, T2],

g2(t) = (ln(m(T2 + d))◦ ln(n(T2 + d,∞)) + (−1)[m(T2+d)◦n(T2+d,∞)]),

gr(t) = g1(t) ∪ g2(t).

(1 + c) – момент часу плавного переходу N1(x, y) → L2(x, y, t); (T2 + d) –

момент часу плавного переходу N2(x, y) → L3(x, y, t); T2 – момент часу, при

якому N2(x, y) має мiсце.

1.4.2 Конфiгурацiї базисних функцiй у (2 – 8)-ому вузлах

Побудова Ni(x, y), i = 2, 8, вiдбувається аналогiчним шляхом.

1.4.3 Ансамблювання поверхонь

Для (1.3) отримуємо:

G ≡ ∆L(x, y, t) =
8⋃
i=1

Li(x, y, t)
◦gi(t)

◦gri (t).
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1.4.4 Конфiгурацiя польової функцiї

Конфiгурацiя польової функцiї U(x, y, t) =
∑8

i=1Ni(x, y) · Ui(t), де Ui(t) –

вузловi значення польової функцiї:

U(−1,−1, t) = U1(t) = PF (i,e)pi = a(m1(t))± 1,

U(1,−1, t) = U2(t) = PF (i,e)pi = a(m2(t))± 1,

U(1, 1, t) = U3(t) = PF (i,e)pi = a(m3(t))± 1,

U(−1, 1, t) = U4(t) = PF (i,e)pi = a(m4(t))± 1,

U(0,−1, t) = U5(t) = PF (i,e)pi = a(m5(t))± 1,

U(1, 0, t) = U6(t) = PF (i,e)pi = a(m6(t))± 1,

U(0, 1, t) = U7(t) = PF (i,e)pi = a(m7(t))± 1,

U(−1, 0, t) = U8(t) = PF (i,e)pi = a(m8(t))± 1,

U(x, y, t)1−2 = PF (i,e)pid = a(h(t)1−2)± 1 = a(a−1[N1(x, y) · (a(m1(t))± 1)+

+N2(x, y) · (a(m2(t))± 1) +N5(x, y) · (a(m5(t))± 1)]) =
∑

i={1,2,5}Ni(x, y)×

×Ui(t),

U(x, y, t)2−3 = PF (i,e)pid = a(h(t)2−3)± 1 = a(a−1[N2(x, y) · (a(m2(t))± 1)+

+N3(x, y) · (a(m3(t))± 1) +N6(x, y) · (a(m6(t))± 1)]) =
∑

i={2,3,6}Ni(x, y)×

×Ui(t),

U(x, y, t)3−4 = PF (i,e)pid = a(h(t)3−4)± 1 = a(a−1[N3(x, y) · (a(m3(t))± 1)+

+N4(x, y) · (a(m4(t))± 1) +N7(x, y) · (a(m7(t))± 1)]) =
∑

i={3,4,7}Ni(x, y)×

×Ui(t),

U(x, y, t)4−1 = PF (i,e)pid = a(h(t)4−1)± 1 = a(a−1[N1(x, y) · (a(m1(t))± 1)+

+N4(x, y) · (a(m4(t))± 1) +N8(x, y) · (a(m8(t))± 1)]) =
∑

i={1,4,8}Ni(x, y)×

×Ui(t),

U(x, y, t)D = PF (i,e)pid = a(h(t)D)± 1 = a(a−1[
∑8

i=1Ni(x, y) · Ui(t)]) =

=
∑8

i=1Ni(x, y) · Ui(t).
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1.5 Модель ССЕ·12

Будемо розглядати стандартний квадрат 2×2 з дванадцятьма вузлами у вер-

шинах – рисунок 1.10.

Рисунок 1.10 — ССЕ третього порядку

Для ССЕ·12 (1.2) має наступний вигляд:

Ni(xk, yk) = δik,

12∑
i=1

Ni(x, y) = 1.

Для ССЕ·12 (1.1) має наступний змiст: на статичному килимi (поверхня ну-

льового рiвня) PFUSP

k ансамбль точок PF ens(i,e)
r(i,j)

створює стандартний квадрат

з дванадцятьма вузлами у вершинах – рисунок 1.11.

Рисунок 1.11 — Створення ССЕ·12
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У якостi обчислювального шаблону, у загальному виглядi, будемо розгля-

дати рисунок 1.12. Вузли 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 – уявнi PF (i,e)pi

або виродженi iзольованi точки PF bd(i,e)p(i,e) (для кожної з дванадцяти бази-

сних функцiй свiй власний випадок розташування) мiж якими здiйснюється

перехiд за часом [82, с. 31, с. 41]. Вздовж сторiн 1 – 2, 2 – 3, 3 – 4, 4 – 1 i

всерединi квадрата (область D) розташованi мерехтливi точки PF (i,e)pid.

Рисунок 1.12 — Обчислювальний шаблон

Послiдовнiсть побудови (переходу за часом) базисних функцiй складається

з наступного ланцюгу: N1(x, y)→ N2(x, y)→ N3(x, y)→ . . .→ N12(x, y).

1.5.1 Конструювання базисної функцiї у 1-ому вузлi

Модель L1(x, y, t) у 1-ому вузлi – рисунок 1.13:

L1(x, y, t) =

N1(x, y), t = T, (1.10), (1.14),

M1(x, y), t ∈ [0, T ], (1.12), (1.15).
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Рисунок 1.13 — Конфiгурацiя базисної функцiї у 1-ому вузлi

Конфiгурацiя (1.10) має наступний вигляд:

N1(x, y) =



a(h(T ))± 1 = δik,

h(T ) = m(T )f(x, y)± n(T )f(x, y),

f(x, y) =
∑6

r=0((α1 − 1)
∏s

l=1(l−r)
s! + (−1)2r)(α r2+r+2

2

x+ α r2+3r+2
2

y)r,

min s = [m2 ] = [12
2 ] = 6,

ϕ(x, y) = β1 + β2x+ β3y + β4x
2 + β5xy + β6y

2 + β7x
3 + β8x

2y +

+ β9xy
2 + β10y

3 + β11x
3y + β12x

2y2 + β13xy
3 + β14x

3y2 +

+ β15x
2y3 + β16x

3y3,

{x4, y4, x5, x4y, xy4, y5, x6, x5y, x4y2, x2y4, xy5, y6} * ϕ(x, y)⇒

⇒ { ∂4∂x4 ≡ 0, ∂
4

∂y4 ≡ 0, ∂
5

∂x5 ≡ 0, ∂5

∂x4∂y ≡ 0, ∂5

∂x∂y4 ≡ 0, ∂
5

∂y5 ≡ 0, ∂
6

∂x6 ≡ 0,

∂6

∂x5∂y ≡ 0, ∂6

∂x4∂y2 ≡ 0, ∂6

∂x2∂y4 ≡ 0, ∂6

∂x∂y5 ≡ 0, ∂
6

∂y6 ≡ 0},

γ1 = 1
4

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dxdy,

M1(0, 0) = 1
4

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dS,

M1(0, 0) = 1
8

∮
(a(h(T ))± 1)dl, (0, 0)− барицентр,

(1.21)

де f(x, y) =
∑6

r=0((α1−1)
∏s

l=1(l−r)
s! +(−1)2r)(α r2+r+2

2

x+α r2+3r+2
2

y)r = α1 +α2x+

+ α3y+α4x
2 +α5xy+α6y

2 +α7x
3 +α8x

2y+α9xy
2 +α10y

3 +α11x
4 +α12x

3y+

+ α13x
2y2 + α14xy

3 + α15y
4 + α16x

5 + α17x
4y + α18x

3y2 + α19x
2y3 + α20xy

4 +

+ α21y
5 + α22x

6 + α23x
5y + α24x

4y2 + α25x
3y3 + α26x

2y4 + α27xy
5 + α28y

6.
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Система W ∗ моделi (1.21) складається з m = 12-х рiвнянь a(h(T ))±1 = δik,

h = 12-х рiвнянь { ∂4∂x4 ≡ 0, ∂
4

∂y4 ≡ 0, ∂
5

∂x5 ≡ 0, ∂5

∂x4∂y ≡ 0, ∂5

∂x∂y4 ≡ 0, ∂
5

∂y5 ≡ 0, ∂
6

∂x6 ≡
≡ 0, ∂6

∂x5∂y ≡ 0, ∂6

∂x4∂y2 ≡ 0, ∂6

∂x2∂y4 ≡ 0, ∂6

∂x∂y5 ≡ 0, ∂
6

∂y6 ≡ 0}, на мiсце 25-го

рiвняння поставимо γ1 = 1
40 , на мiсце 26 i 27 рiвнянь – два останнi рiвняння

(1.21), для 28-го рiвняння використаємо (1.11).

Базис N1(x, y) = 1
160(1− x)(1− y)(45(x2 + y2) + 54(xy + x+ y) + 4) – один

iз розв’язкiв моделi W ∗. Вказаний базис задовольняє критерiй Привалова, але

не задовольняє останнє рiвняння (1.21). Якщо користувач вимагає виконання

критерiю Кьобе, то ПАК продовжує аналiз моделей (1.12) й (1.15), для того

щоб знайти шуканi базиси, або показати, що їх не iснує. Конфiгурацiя (1.12):

M1(x, y) =




a(h(t))± 1 = δik · (a(m(t))± 1),

a(h(t))± 1 = {Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)},

a(h(t))± 1 = {Γi : Mi(xi, yi),Mi(xk, yk)} ∧ {PF (i,e)pid ≡ 0},

h(t) = m(t)f(x, y)± n(t)f(x, y),

f(x, y) =
∑6

r=0((α1 − 1)
∏s

l=1(l−r)
s! + (−1)2r)(α r2+r+2

2

x+ α r2+3r+2
2

y)r,

min s = [m2 ] = [12
2 ] = 6,

ϕ(x, y) = β1 + β2x+ β3y + β4x
2 + β5xy + β6y

2 + β7x
3 + β8x

2y +

+ β9xy
2 + β10y

3 + β11x
3y + β12x

2y2 + β13xy
3 + β14x

3y2 +

+ β15x
2y3 + β16x

3y3,

{x4, y4, x5, x4y, xy4, y5, x6, x5y, x4y2, x2y4, xy5, y6} * ϕ(x, y)⇒

⇒ { ∂4∂x4 ≡ 0, ∂
4

∂y4 ≡ 0, ∂
5

∂x5 ≡ 0, ∂5

∂x4∂y ≡ 0, ∂5

∂x∂y4 ≡ 0, ∂
5

∂y5 ≡ 0, ∂
6

∂x6 ≡ 0,

∂6

∂x5∂y ≡ 0, ∂6

∂x4∂y2 ≡ 0, ∂6

∂x2∂y4 ≡ 0, ∂6

∂x∂y5 ≡ 0, ∂
6

∂y6 ≡ 0},

γ1 = 1
4

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dxdy,

M1(0, 0) = 1
4

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dS,

M1(0, 0) = 1
8

∮
(a(h(T ))± 1)dl, (0, 0)− барицентр,

(1.22)

Для системи W ∗∗ моделi (1.22): C16
18 = 153. Зауваження. h = 12 – базовий

набiр для (12 – 16)-параметричних полiномiв; тобто, для 16-параметричної
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моделi h = 12, 15-параметричної h = 13 i т. д.

Плавний перехiд вiд N1(x, y)→ L2(x, y, t) здiйснюється за правилами «ab-

solute transition» (абсолютного переходу) i «absolute reversionary returning back

transition after a certain time» (абсолютного реверсивного переходу через пев-

ний час) [82, с. 31, с. 41]:PF (i,e)pi −→Ω(g(t)) PF bd(i,e)p(i,e),

g(t) = (ln(m(1 + c))◦ ln(n(1 + c,∞)) + (−1)[m(1+c)◦n(1+c,∞)]).

PF bd(i,e)p(i,e) −→Ω(gr(t)) PF (i,e)pi, k = 2,

g1(t) = (ln(m(1 + c))◦ ln(n(T2)) + (−1)[m(1+c)◦n(T2)]), t ∈ [1 + c, T2],

g2(t) = (ln(m(T2 + d))◦ ln(n(T2 + d,∞)) + (−1)[m(T2+d)◦n(T2+d,∞)]),

gr(t) = g1(t) ∪ g2(t).

(1 + c) – момент часу плавного переходу N1(x, y) → L2(x, y, t); (T2 + d) –

момент часу плавного переходу N2(x, y) → L3(x, y, t); T2 – момент часу, при

якому N2(x, y) має мiсце.

1.5.2 Конфiгурацiї базисних функцiй у (2 – 12)-ому вузлах

Побудова Ni(x, y), i = 2, 12, вiдбувається аналогiчним шляхом.

1.5.3 Ансамблювання поверхонь

Для (1.3) отримуємо:

G ≡ ∆L(x, y, t) =
12⋃
i=1

Li(x, y, t)
◦gi(t)

◦gri (t).

1.5.4 Конфiгурацiя польової функцiї

Конфiгурацiя польової функцiї U(x, y, t) =
∑12

i=1Ni(x, y) · Ui(t):
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

U(−1,−1, t) = U1(t) = PF (i,e)pi = a(m1(t))± 1,

U(1,−1, t) = U2(t) = PF (i,e)pi = a(m2(t))± 1,

U(1, 1, t) = U3(t) = PF (i,e)pi = a(m3(t))± 1,

U(−1, 1, t) = U4(t) = PF (i,e)pi = a(m4(t))± 1,

U(−2
3 ,−1, t) = U5(t) = PF (i,e)pi = a(m5(t))± 1,

U(2
3 ,−1, t) = U6(t) = PF (i,e)pi = a(m6(t))± 1,

U(1,−2
3 , t) = U7(t) = PF (i,e)pi = a(m7(t))± 1,

U(1, 2
3 , t) = U8(t) = PF (i,e)pi = a(m8(t))± 1,

U(2
3 , 1, t) = U9(t) = PF (i,e)pi = a(m9(t))± 1,

U(−2
3 , 1, t) = U10(t) = PF (i,e)pi = a(m10(t))± 1,

U(−1, 2
3 , t) = U11(t) = PF (i,e)pi = a(m11(t))± 1,

U(−1,−2
3 , t) = U12(t) = PF (i,e)pi = a(m12(t))± 1,

U(x, y, t)1−2 = PF (i,e)pid = a(h(t)1−2)± 1 = a(a−1[N1(x, y) · (a(m1(t))± 1)+

+N2(x, y) · (a(m2(t))± 1) +N5(x, y) · (a(m5(t))± 1) +N6(x, y) · (a(m6(t))±

±1)]) =
∑

i={1,2,5,6}Ni(x, y) · Ui(t),

U(x, y, t)2−3 = PF (i,e)pid = a(h(t)2−3)± 1 = a(a−1[N2(x, y) · (a(m2(t))± 1)+

+N3(x, y) · (a(m3(t))± 1) +N7(x, y) · (a(m7(t))± 1) +N8(x, y) · (a(m8(t))±

±1)]) =
∑

i={2,3,7,8}Ni(x, y) · Ui(t),

U(x, y, t)3−4 = PF (i,e)pid = a(h(t)3−4)± 1 = a(a−1[N3(x, y) · (a(m3(t))± 1)+

+N4(x, y) · (a(m4(t))± 1) +N9(x, y) · (a(m9(t))± 1) +N10(x, y)×

×(a(m10(t))± 1)]) =
∑

i={3,4,9,10}Ni(x, y) · Ui(t),

U(x, y, t)4−1 = PF (i,e)pid = a(h(t)4−1)± 1 = a(a−1[N1(x, y) · (a(m1(t))± 1)+

+N4(x, y) · (a(m4(t))± 1) +N11(x, y) · (a(m11(t))± 1) +N12(x, y)×

×(a(m12(t))± 1)]) =
∑

i={1,4,11,12}Ni(x, y) · Ui(t),

U(x, y, t)D = PF (i,e)pid = a(h(t)D)± 1 = a(a−1[
∑12

i=1Ni(x, y) · Ui(t)]) =

=
∑12

i=1Ni(x, y) · Ui(t).
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1.6 Модель трикутника 1-ого порядку (ССЕ·3)

Будемо розглядати двовимiрний симплекс з трьома вузлами у вершинах –

рисунок 1.14.

Рисунок 1.14 — Трикутник 1-ого порядку

Для ССЕ·3 (1.2) має наступний вигляд:

Ni(xk, yk) = δik,
3∑
i=1

Ni(x, y) = 1.

Для ССЕ·3 (1.1) має наступний змiст: на статичному килимi (поверхня

нульового рiвня) PFUSP

k ансамбль точок PF ens(i,e)
r(i,j)

створює трикутник з трьома

вузлами у вершинах – рисунок 1.15.

Рисунок 1.15 — Створення ССЕ·3
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У якостi обчислювального шаблону, у загальному виглядi, будемо розгля-

дати рисунок 1.16. Вузли 1, 2, 3 – уявнi PF (i,e)pi або виродженi iзольованi

точки PF bd(i,e)p(i,e) (для кожної з трьох базисних функцiй свiй власний випа-

док розташування) мiж якими здiйснюється перехiд за часом [82, с. 31, с. 41].

Вздовж сторiн 1 – 2, 2 – 3, 3 – 1 i всерединi трикутника (область D) розташо-

ванi мерехтливi точки PF (i,e)pid.

Рисунок 1.16 — Обчислювальний шаблон

Послiдовнiсть побудови (переходу за часом) базисних функцiй складається

з наступного ланцюгу: N1(x, y)→ N2(x, y)→ N3(x, y).

1.6.1 Конструювання базисної функцiї у 1-ому вузлi

Модель L1(x, y, t) у 1-ому вузлi:

L1(x, y, t) =

N1(x, y), t = T, (1.10), (1.14),

M1(x, y), t ∈ [0, T ], (1.12), (1.15).



35

Конфiгурацiя (1.10) має наступний вигляд:

N1(x, y) =



a(h(T ))± 1 = δik,

h(T ) = m(T )f(x, y)± n(T )f(x, y),

f(x, y) =
∑1

r=0((α1 − 1)
∏s

l=1(l−r)
s! + (−1)2r)(α r2+r+2

2

x+ α r2+3r+2
2

y)r,

min s = [m3 ] = [3
3 ] = 1,

ϕ(x, y) = β1 + β2x+ β3y,

γ1 =
∫∫

D(a(h(T ))± 1)dxdy,

∆(a(h(T ))± 1) = 0,

M1(0,
1
3) =

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dS,

M1(0,
1
3) = 1

2(
√

2+1)

∮
(a(h(T ))± 1)dl, (0, 1

3)− барицентр,

(1.23)

де f(x, y) =
∑1

r=0((α1−1)
∏s

l=1(l−r)
s! +(−1)2r)(α r2+r+2

2

x+α r2+3r+2
2

y)r = α1 +α2x+

+ α3y.

Система W ∗ моделi (1.23) складається з m = 3-х рiвнянь a(h(T ))±1 = δik,

h = 0. N1(x, y) = 1
2(1−x−y) – шуканий базис зазначеної моделi W ∗. Вказаний

базис задовольняє три останнi рiвняння конфiгурацiї (1.23), γ1 = 1
3 .

Плавний перехiд вiд N1(x, y)→ L2(x, y, t) здiйснюється за правилами «ab-

solute transition» (абсолютного переходу) i «absolute reversionary returning back

transition after a certain time» (абсолютного реверсивного переходу через пев-

ний час) [82, с. 31, с. 41]:PF (i,e)pi −→Ω(g(t)) PF bd(i,e)p(i,e),

g(t) = (ln(m(1 + c))◦ ln(n(1 + c,∞)) + (−1)[m(1+c)◦n(1+c,∞)]).

PF bd(i,e)p(i,e) −→Ω(gr(t)) PF (i,e)pi, k = 2,

g1(t) = (ln(m(1 + c))◦ ln(n(T2)) + (−1)[m(1+c)◦n(T2)]), t ∈ [1 + c, T2],

g2(t) = (ln(m(T2 + d))◦ ln(n(T2 + d,∞)) + (−1)[m(T2+d)◦n(T2+d,∞)]),

gr(t) = g1(t) ∪ g2(t).
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(1 + c) – момент часу плавного переходу N1(x, y) → L2(x, y, t); (T2 + d) –

момент часу плавного переходу N2(x, y) → L3(x, y, t); T2 – момент часу, при

якому N2(x, y) має мiсце.

• Якщо (1.9) не виконується, маємо: нехай ∀ m(t) : ∃ t = T1 так що

виконується (1.4):

a(m(T1))± 1 = 1.

Нехай ∀ n(t) : ∃ t = T2 6= T1 так що виконується (1.6):

a(n(T2))± 1 = 0.

1. T1 > T2. Для (1.10) i (1.14):

L1(xk, yk, t) =

a(n(t))± 1, t ∈ [0, T2),

0, t ∈ [T2, T1].

Для (1.12) i (1.15), бiєкцiя (1.11) має мiсце при t ∈ (T2, T1).

2. T1 < T2. Для (1.10) i (1.14):

L1(xi, yi, t) =

a(m(t))± 1, t ∈ [0, T1),

1, t ∈ [T1, T2].

Для (1.12) i (1.15), бiєкцiя (1.11) має мiсце при t ∈ (T1, T2).

1.6.2 Конфiгурацiї базисних функцiй у 2, 3-ому вузлах

Побудова N2(x, y) i N3(x, y) вiдбувається аналогiчним шляхом.

L2(x, y, t) =

N2(x, y), t = T2, (1.10), (1.14),

M2(x, y), t ∈ (1 + c, T2], (1.12), (1.15).

L3(x, y, t) =

N3(x, y), t = T3, (1.10), (1.14),

M3(x, y), t ∈ (T2 + d, T3], (1.12), (1.15).
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1.6.3 Ансамблювання поверхонь

Виходячи iз всього вищезазначеного, отримуємо для (1.3), що G – гло-

бальна функцiя часу змiн аплiкат поверхонь Li(x, y, t) з урахуванням плавних

переходiв, i = 1, 3:

G ≡ ∆L(x, y, t) =
3⋃
i=1

Li(x, y, t)
◦gi(t)

◦gri (t).

1.6.4 Конфiгурацiя польової функцiї

Використовуючи обчислювальний шаблон – рисунок 1.16, отримуємо кон-

фiгурацiю польової функцiї U(x, y, t) =
∑3

i=1Ni(x, y) ·Ui(t), U(x, y, t) – неста-

цiонарна поверхня, Ui(t) – вузловi значення польової функцiї.

U(x1, y1, t) = U1(t) = PF (i,e)pi = a(m1(t))± 1,

U(x2, y2, t) = U2(t) = PF (i,e)pi = a(m2(t))± 1,

U(x3, y3, t) = U3(t) = PF (i,e)pi = a(m3(t))± 1,

U(x, y, t)1−2 = PF (i,e)pid = a(h(t)1−2)± 1 = a(a−1[N1(x, y) · (a(m1(t))± 1)+

+N2(x, y) · (a(m2(t))± 1)]) =
∑2

i=1Ni(x, y) · Ui(t),

U(x, y, t)2−3 = PF (i,e)pid = a(h(t)2−3)± 1 = a(a−1[N2(x, y) · (a(m2(t))± 1)+

+N3(x, y) · (a(m3(t))± 1)]) =
∑3

i=2Ni(x, y) · Ui(t),

U(x, y, t)3−1 = PF (i,e)pid = a(h(t)3−1)± 1 = a(a−1[N1(x, y) · (a(m1(t))± 1)+

+N3(x, y) · (a(m3(t))± 1)]) =
∑
{1,3}Ni(x, y) · Ui(t),

U(x, y, t)D = PF (i,e)pid = a(h(t)D)± 1 = a(a−1[
∑3

i=1Ni(x, y) · Ui(t)]) =

=
∑3

i=1Ni(x, y) · Ui(t).

Зауваження. Безумовно, нестацiонарна поверхня U(x, y, t) польової фун-

кцiї може бути зведена до стацiонарної поверхнi U(x, y) = U(x, y, T ).
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1.7 Модель трикутника 2-ого порядку (ССЕ·6)

Будемо розглядати двовимiрний симплекс з шiстьма вузлами у вершинах –

рисунок 1.17.

Рисунок 1.17 — Трикутник 2-ого порядку

Для ССЕ·6 (1.2) має наступний вигляд:

Ni(xk, yk) = δik,

6∑
i=1

Ni(x, y) = 1.

Для ССЕ·6 (1.1) має наступний змiст: на статичному килимi (поверхня ну-

льового рiвня) PFUSP

k ансамбль точок PF ens(i,e)
r(i,j)

створює трикутник з шiстьма

вузлами у вершинах – рисунок 1.18.

Рисунок 1.18 — Створення ССЕ·6



39

У якостi обчислювального шаблону, у загальному виглядi, будемо роз-

глядати рисунок 1.19. Вузли 1, 2, 3, 4, 5, 6 – уявнi PF (i,e)pi або виродженi

iзольованi точки PF bd(i,e)p(i,e) (для кожної з шiстьох базисних функцiй свiй

власний випадок розташування) мiж якими здiйснюється перехiд за часом

[82, с. 31, с. 41]. Вздовж сторiн 1 – 2, 2 – 3, 3 – 1 i всерединi трикутника

(область D) розташованi мерехтливi точки PF (i,e)pid.

Рисунок 1.19 — Обчислювальний шаблон

Послiдовнiсть побудови (переходу за часом) базисних функцiй складається

з наступного ланцюгу: N1(x, y)→ N2(x, y)→ . . .→ N6(x, y).

1.7.1 Конструювання базисної функцiї у 1-ому вузлi

Модель L1(x, y, t) у 1-ому вузлi – рисунок 1.20:

L1(x, y, t) =

N1(x, y), t = T, (1.10), (1.14),

M1(x, y), t ∈ [0, T ], (1.12), (1.15).
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Рисунок 1.20 — Конфiгурацiя базисної функцiї у 1-ому вузлi

Конфiгурацiя (1.10) має наступний вигляд:

N1(x, y) =



a(h(T ))± 1 = δik,

h(T ) = m(T )f(x, y)± n(T )f(x, y),

f(x, y) =
∑2

r=0((α1 − 1)
∏s

l=1(l−r)
s! + (−1)2r)(α r2+r+2

2

x+ α r2+3r+2
2

y)r,

min s = [m3 ] = [6
3 ] = 2,

ϕ(x, y) = β1 + β2x+ β3y + β4x
2 + β5xy + β6y

2,

γ1 =
∫∫

D(a(h(T ))± 1)dxdy,

∆(a(h(T ))± 1) = 0,

M1(0,
1
3) =

∫∫
D(a(h(T ))± 1)dS,

M1(0,
1
3) = 1

2(
√

2+1)

∮
(a(h(T ))± 1)dl, (0, 1

3)− барицентр,

(1.24)

де f(x, y) =
∑2

r=0((α1−1)
∏s

l=1(l−r)
s! +(−1)2r)(α r2+r+2

2

x+α r2+3r+2
2

y)r = α1 +α2x+

+ α3y + α4x
2 + α5xy + α6y

2.

Система W ∗ моделi (1.24) складається з m = 6-х рiвнянь a(h(T ))±1 = δik,

h = 0. N1(x, y) = 1
2(1 − x − y)(−x − y) – розв’язок моделi W ∗. Вказаний ба-
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зис не задовольняє три останнi рiвняння конфiгурацiї (1.24), γ1 = 0 (розподiл

виглядає неприродньо). Якщо користувач вимагає додатковi вимоги (диферен-

цiальний i iнтегральнi критерiї, а також адекватну вузлову долю масової сили),

то ПАК продовжує аналiз моделей (1.12) й (1.15). Для системиW ∗∗: C6
12 = 924.

Плавний перехiд вiд N1(x, y)→ L2(x, y, t) здiйснюється за правилами «ab-

solute transition» (абсолютного переходу) i «absolute reversionary returning back

transition after a certain time» (абсолютного реверсивного переходу через пев-

ний час) [82, с. 31, с. 41]:PF (i,e)pi −→Ω(g(t)) PF bd(i,e)p(i,e),

g(t) = (ln(m(1 + c))◦ ln(n(1 + c,∞)) + (−1)[m(1+c)◦n(1+c,∞)]).

PF bd(i,e)p(i,e) −→Ω(gr(t)) PF (i,e)pi, k = 2,

g1(t) = (ln(m(1 + c))◦ ln(n(T2)) + (−1)[m(1+c)◦n(T2)]), t ∈ [1 + c, T2],

g2(t) = (ln(m(T2 + d))◦ ln(n(T2 + d,∞)) + (−1)[m(T2+d)◦n(T2+d,∞)]),

gr(t) = g1(t) ∪ g2(t).

(1 + c) – момент часу плавного переходу N1(x, y) → L2(x, y, t); (T2 + d) –

момент часу плавного переходу N2(x, y) → L3(x, y, t); T2 – момент часу, при

якому N2(x, y) має мiсце.

1.7.2 Конфiгурацiї базисних функцiй у (2 – 6)-ому вузлах

Побудова Ni(x, y), i = 2, 6, вiдбувається аналогiчним шляхом.

1.7.3 Ансамблювання поверхонь

Виходячи iз всього вищезазначеного, отримуємо для (1.3), що G – гло-

бальна функцiя часу змiн аплiкат поверхонь Li(x, y, t) з урахуванням плавних
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переходiв, i = 1, 6:

G ≡ ∆L(x, y, t) =
6⋃
i=1

Li(x, y, t)
◦gi(t)

◦gri (t).

1.7.4 Конфiгурацiя польової функцiї

Використовуючи обчислювальний шаблон – рисунок 1.19, отримуємо кон-

фiгурацiю польової функцiї U(x, y, t) =
∑6

i=1Ni(x, y) ·Ui(t), U(x, y, t) – неста-

цiонарна поверхня, Ui(t) – вузловi значення польової функцiї.

U(x1, y1, t) = U1(t) = PF (i,e)pi = a(m1(t))± 1,

U(x2, y2, t) = U2(t) = PF (i,e)pi = a(m2(t))± 1,

U(x3, y3, t) = U3(t) = PF (i,e)pi = a(m3(t))± 1,

U(x1+x2
2 , y1+y2

2 , t) = U4(t) = PF (i,e)pi = a(m4(t))± 1,

U(x2+x3
2 , y2+y3

2 , t) = U5(t) = PF (i,e)pi = a(m5(t))± 1,

U(x1+x3
2 , y1+y3

2 , t) = U6(t) = PF (i,e)pi = a(m6(t))± 1,

U(x, y, t)1−2 = PF (i,e)pid = a(h(t)1−2)± 1 = a(a−1[N1(x, y) · (a(m1(t))± 1)+

+N2(x, y) · (a(m2(t))± 1) +N4(x, y) · (a(m4(t))± 1)]) =
∑

i={1,2,4}Ni(x, y)×

×Ui(t),

U(x, y, t)2−3 = PF (i,e)pid = a(h(t)2−3)± 1 = a(a−1[N2(x, y) · (a(m2(t))± 1)+

+N3(x, y) · (a(m3(t))± 1) +N5(x, y) · (a(m5(t))± 1)]) =
∑

i={2,3,5}Ni(x, y)×

×Ui(t),

U(x, y, t)3−1 = PF (i,e)pid = a(h(t)3−1)± 1 = a(a−1[N1(x, y) · (a(m1(t))± 1)+

+N3(x, y) · (a(m3(t))± 1) +N6(x, y) · (a(m6(t))± 1)]) =
∑

i={1,3,6}Ni(x, y)×

×Ui(t),

U(x, y, t)D = PF (i,e)pid = a(h(t)D)± 1 = a(a−1[
∑6

i=1Ni(x, y) · Ui(t)]) =

=
∑6

i=1Ni(x, y) · Ui(t).
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1.8 Висновки

1. Четверна роль базисних функцiй ССЕ має наступний змiст:

• вони використовуються в iзопараметричнiй технiцi i в задачах розподiлу

навантажень на скiнченний елемент;

• на 2D розрахункових шаблонах (квадрат, трикутник i т. д.), базисна функцiя

є функцiєю вiд часу у неявному виглядi, а саме: Ni(x, y) ≡ Li(x, y, Ti). Якiснi

властивостi i необхiднi вимоги, якi висуваються до функцiї форми ССЕ, є

результатами всебiчного аналiзу моделей L = L(x, y, t) з боку ПАК.

2. Пошук розв’язання ПАК усiх трьох класiв задач – це залучення машин-

ного часу i ресурсiв потужностей ЕОМ. Час виступає комплексним iнстру-

ментом: вiн є якiсним iндикатором робiт ПАК i ЕОМ для обробки результатiв

конструювання базисних i польових функцiй.

3. Запропонованi моделi ССЕ, на основi апарату «the theory of plafales», мi-

стять у собi конфiгурацiї L = L(x, y, t) на квадратному (1, 2, 3-му поряд-

ках) i трикутному (1, 2-ому порядках) шаблонах; i як наслiдок – моделю-

ють формоутворення нестацiонарних поверхонь польових функцiй. Зазначе-

ний пiдхiд є глибоким розвиненням i удосконаленням комбiнованого алгебро-

геометричного методу [8], ролi гауссової кривини [87], класичного методу Уа-

чспресса.

4. Для побудови базисних функцiй (з шуканими вимогами) на розрахун-

кових шаблонах вiдмiнних вiд квадратних i трикутних (або на бiльш високих

порядках), необхiдно скласти для ПАК аналогiчнi моделi (згiдно п. 1.2 i вище-

наведених конфiгурацiй).

5. Подальше створення вищезгаданих унiверсальних ПАК, де в якостi ал-

горитмiчної основи будуть закладенi вищеназванi моделi ССЕ, дасть чiтку

вiдповiдь: чи є моделi ССЕ на основi апарату «the theory of plafales» унiвер-

сальним iнструментом конструювання базисних функцiй з необхiдними вимо-

гами?



44

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Астiоненко I. О. Багатопараметричнi iнтерполяцiйнi полiноми бiкубiчного

елемента серендипової сiм’ї / I. О. Астiоненко // Вiсник Запорiзького нацiо-

нального унiверситету: Серiя: Фiзико-математичнi науки. – 2009. – № 1. –

С. 14 – 21.

2. Астiоненко I. О. Багатопараметричнi серендиповi елементи мiшаного ти-

пу / I. О. Астiоненко // Вестник Херсонского национального технического

университета. – 2012. – Вып. 2 (45). – С. 30 – 34.

3. Астионенко И. А. Базисы серендиповых конечных элементов с естест-

венным спектром / И. А. Астионенко, П. И. Гучек, Е. И. Литвинен-

ко, А. Н. Хомченко // Вестник Херсонского национального технического

университета. – 2008. – Вып. 2 (31). – С. 24 – 30.

4. Астионенко И. А. Дутые моды и серендиповы аппроксимации высших по-

рядков / И. А. Астионенко, Е. И. Литвиненко, А. Н. Хомченко // Вест-

ник Херсонского национального технического университета. – 2010. –

Вып. 2 (38). – С. 385 – 388.

5. Астiоненко I. О. Iнтерполяцiйна процедура Тейлора для побудови бази-

сiв серендипових скiнченних елементiв: модифiкацiя / I. О. Астiонен-

ко, О. I. Литвиненко, А. Н. Хомченко // Интеллектуальные системы при-

нятия решений и проблемы вычислительного интеллекта: Материалы меж-

дународной научной конференции, Т. 1. – Херсон: ХНТУ, 2009. – С. 9 –

12.

6. Астiоненко I. О. Ймовiрнiсно-геометричний метод побудови бiквадратич-

ного серендипового базису: новi варiанти / I. О. Астiоненко, О. I. Литви-

ненко, А. Н. Хомченко // Интеллектуальные системы принятия решений и

проблемы вычислительного интеллекта: Материалы международной науч-

ной конференции. – Херсон: ХНТУ, 2014. – С. 24 – 26.



45

7. Астионенко И. А. Конструирование многопараметрических полиномов

на бикубическом элементе серендипова семейства / И. А. Астионен-

ко, Е. И. Литвиненко, А. Н. Хомченко // Научные ведомости. Серия: ма-

тематика, физика. – Белгород: БелГУ, 2009. – Вып. 16. – № 5 (60). – С. 15 –

31.

8. Астiоненко I. О. Моделi наближення функцiй багатопараметричними полi-

номами серендипової сiм’ї: дис. канд. фiз.-мат. наук: 01.05.02 / Iгор Олек-

сандрович Астiоненко. – Херсон, 2011. – 180 с.

9. Астiоненко I. О. Неоднозначнiсть серендипових моделей у задачах набли-

ження функцiй двох аргументiв / I. О. Астiоненко // Вiсник Запорiзько-

го нацiонального унiверситету: Серiя: Фiзико-математичнi науки. – 2010. –

№ 1. – С. 25 – 29.

10. Астионенко И. А. Оптимизация спектров узловых нагрузок на серенди-

повых элементах высших порядков // И. А. Астионенко, Е. И. Литвинен-

ко, А. Н. Хомченко // П’ята мiжнародна науково-практична конференцiя

”
Математичне та програмне забезпечення iнтелектуальних систем“. 14-16

листопада 2007. Тези доповiдей. – Днiпропетровськ: ДНУ, 2007. – С. 11.

11. Астионенко И. А. О серендиповых элементах с естественным спектром

узловых нагрузок / И. А. Астионенко, Е. И. Литвиненко, А. Н. Хомчен-

ко // Геометричне та комп’ютерне моделювання. Збiрник наукових праць. –

Харкiвський державний унiверситет харчування та торгiвлi. – 2007. – Ви-

пуск 17. – С. 97 – 102.

12. Астионенко И. А. Полиномиальная интерполяция на многоугольных

областях: обзор / И. А. Астионенко, Е. И. Литвиненко, А. Н. Хомчен-

ко // Сучаснi iнформацiйнi та iнновацiйнi технологiї на транспортi: Матерiа-

ли мiжнародної науково-практичної конференцiї, 25-27 травня 2009 р., Хер-

сон, Т. 2. – Херсон: ХДМI, 2009. – С. 5 – 6.

13. Астионенко И. А. Серендиповы модели суперпараметрических аппрокси-

маций / И. А. Астионенко // Materialy V mezinarodni vedecko-prakticka

konference
”
Aplikovane vedecke novinky – 2009“. – Praha: Education and Sci-



46

ence, 2009. – Dil. 5. Matematika. – P. 48 – 54.

14. Астионенко И. А. Серендиповы элементы: ретроспектива и современные

концепции / И. А. Астионенко, А. Н. Хомченко // Проблеми iнформацiйних

технологiй. – 2009. – № 1 (005). – С. 140 – 144.

15. Валько Н. В. Iнтегральний критерiй гармонiчностi функцiї та моделi мето-

ду барицентричного усереднення / Н. В. Валько, А. Н. Хомченко // Питання

прикладної математики i математичного моделювання: зб. наук. праць. –

Днiпропетровськ: ДНУ, 2004. – С. 36 – 47.

16. Гучек П. И. Моделирование конечных элементов серендипова семейства

для исследования температурных полей / П. И. Гучек, Е. И. Литвинен-

ко, М. С. Буба, А. Н. Хомченко // Проблеми пожежної безпеки. Збiрник

наукових праць. – К. : МВС України., 1995. – С. 75 – 77.

17. Гучек П. И. Полиномиальная интерполяция на гексагоне и гармоничность

по Привалову / П. И. Гучек, А. Н. Хомченко, С. В. Моисеенко // Геоме-

тричне та комп’ютерне моделювання. – Харкiв: ХДУХТ, 2005. – Вип. 13. –

С. 68 – 72.

18. Зуб П. М. Компьютерная реализация методов барицентрического усред-

нения для задач эллиптического типа / П. М. Зуб, И. А. Лурье, А. Н. Хом-

ченко // Вестник Херсонского национального технического университета. –

2002. – Вып. 1 (14). – С. 46 – 49.

19. Камаева Л. И. О моделировании конечных элементов серендипова семей-

ства / Л. И. Камаева, А. Н. Хомченко // Прикладные проблемы прочности

и пластичности. Всесоюзн. межвуз. сб. – Горький: ГГУ, 1985. – Вып. 31. –

С. 14 – 17.

20. Камаєва С. О. Аналiз стiйкостi поля щодо базисiв просторового серенди-

пового елементу 2-го порядку / С. О. Камаєва, А. Н. Хомченко // Вестник

Херс. нац. техн. ун-та. – 2009. – Вып. 1 (34). – С. 13 – 16.

21. Камаєва С. О. Ансамблювання скiнченних елементiв з альтернативними

базисами / С. О. Камаєва // Актуальные проблемы современных наук –

2009: V Междунар. науч.-практ. конф., Днiпропетровськ, 7-15 черв. 2009



47

р. : тез. докл. – Польща; Днiпропетровськ, 2009. – Т. 21. – С. 74 – 76.

22. Камаєва С. О. Геометричнi моделi та методи конструктивного вiдновлення

фiзичних полiв: дис. канд. техн. наук: 01.05.02 / Свiтлана Олегiвна Камає-

ва. – Харкiв, 2010. – 218 с.

23. Камаєва С. О. Роль когнитивной компьютерной графики в современном

обучении / С. О. Камаева, А. Н. Хомченко // Современное образование: со-

держание, технологии, качество: ХV Междунар. конф., Санкт-Петербург, 22

апр. 2009 г. : тез. докл. – Санкт-Петербург, 2009. – Т. 2. – С. 121 – 123.

24. Камаєва С. О. Стiйкiсть скалярного поля вiдносно базисiв серендипового

елементу / С. О. Камаєва, А. Н. Хомченко // Геометричне та комп’ютерне

моделювання: зб. наук. пр. – Х., 2009. – Вип. 22. – С. 25 – 31.

25. Камаєва С. О. Явище стiйкостi серендипових поверхонь щодо бази-

су / С. О. Камаєва // Математичне та програмне забезпечення iнтелекту-

альних систем: VI Мiжнар. наук.-практ. конф., Днiпропетровськ, 12-14 ли-

стоп. 2008 р. : тези доп. – Днiпропетровськ, 2008. – С. 143 – 144.

26. Литвиненко Е. И. Геометрическое моделирование трехмерных серенди-

повых КЭ / Е. И. Литвиненко, А. Н. Хомченко // Прикладная геометрия и

инженерная графика. – Мелитополь: ТГАТА, 1997. – Вып. 4. – Т. 1. – С. 40 –

42.

27. Литвиненко Е. И. Математические модели и алгоритмы компьютерной

диагностики физических полей: дис. канд. техн. наук: 05.13.06 / Елена Ива-

новна Литвиненко. – Херсон, 1999. – 172 с.

28. Тулученко Г. Я. Побудова базисiв трикутних скiнченних елементiв, якi

адаптованi до виду граничної задачi (повiдомлення 1) / Г. Я. Тулучен-

ко, О. В. Котова, С. I. Безердян // Вестник Херсонского национального

технического университета. – 2014. – Вып. 3 (50). – С. 502 – 505.

29. Тулученко Г. Я. Удосконалення геометричного алгоритму побудови гар-

монiчних базисiв для трикутних скiнченних елементiв / Г. Я. Тулучен-

ко, Н. В. Старун, С. I. Безердян, Н. В. Осипова // Вестник Херсонского

национального технического университета. – 2015. – Вып. 3 (54). – С. 621 –



48

624.

30. Хомченко А. Н. Геометрические аспекты серендиповых аппроксима-

ций / А. Н. Хомченко, Л. И. Камаева – Ивано-Франковск, 1987. – 10 с. –

Деп. в УкрНИИНТИ 27.03.1987, № 1062Ук-87Деп.

31. Хомченко А. Н. Геометрическое моделирование дискретных элементов с

криволинейными границами / А. Н. Хомченко, Н. А. Козуб // Автомати-

ка. Автоматизация. Электротехнические комплексы и системы. – 2008. –

№ 1 (21) – С. 24 – 27.

32. Хомченко А. Н. Геометричне моделювання стацiонарних теплових полiв

в областях складної форми / А. Н. Хомченко, С. О. Камаєва // Прикладна

геометрiя та iнженерна графiка. – Мелiтополь, 2008. – С. 34 – 43. – (Пра-

цi / Тавр. держ. агротехнол. ун-т; т. 38, вип. 4).

33. Хомченко А. Н. Геометрия полиномиальной интерполяции метода конеч-

ных элементов / А. Н. Хомченко // Прикладная геометрия и инженерная

графика. – 1987. – Вып. 43. – С. 80 – 82.

34. Хомченко А. Н. Геометрия серендиповых аппроксимаций / А. Н. Хомчен-

ко, Е. И. Литвиненко, П. И. Гучек // Прикладная геометрия и инженерная

графика. – 1996. – Вып. 59. – С. 40 – 42.

35. Хомченко А. Н. Геометрия серендиповых полиномов: классические ре-

зультаты и артефакты / А. Н. Хомченко, И. А. Астионенко, Н. А. Ко-

зуб // Геометричне та комп’ютерне моделювання. Зб. наук. праць. – Хар-

кiв: ХДУХТ, 2007. – Вип. 18. – С. 24 – 29.

36. Хомченко А. Н. Геометричне моделювання на дискретних елементах: Мо-

нографiя / А. Н. Хомченко, Г. Я. Тулученко. – Херсон: ОЛДI-плюс, 2007. –

270 с.

37. Хомченко А. Н. Геометрическая вероятность и кубическая двумерная ин-

терполяция / А. Н. Хомченко // Ивано-Франк. ин-т нефти и газа. – Ивано-

Франковск, 1983. – 8 с. – Деп. в УкрНИИНТИ 14.11.1983, № 1247-D83.

38. Хомченко А. Н. Дискретнi моделi температурних полiв в областях склад-

ної форми / А. Н. Хомченко, С. О. Камаєва // Крайовi задачi для диференцi-



49

альних рiвнянь: зб. наук. пр. / Чернiв. нац. ун-т iм. Ю. Федьковича. – Чер-

нiвцi, 2008. – Вип. 16. – С. 293 – 311.

39. Хомченко А. Н. Знакопеременная плотность и полилинейная интерполя-

ция / А. Н. Хомченко // Вестник Херсонского национального технического

университета. – 2007 – Вып. 2 (28). – С. 378 – 382.

40. Хомченко А. Н. Конечные элементы для задач теории поля в цилиндричес-

ких координатах / А. Н. Хомченко // Вестник Киевского ун-та. Моделиро-

вание и оптимизация сложных систем. – 1986. – Вып. 5. – С. 65 – 68.

41. Хомченко А. Н. Конструирование конечных элементов в цилиндрических

координатах / А. Н. Хомченко. – Ивано-Франковск, 1984. – 6 с. – Деп. в

УкрНИИНТИ 05.12.1984, № 2052Ук-84Деп.

42. Хомченко А. Н. Конструювання серендипових поверхонь, нечутливих до

змiн функцiй форми / А. Н. Хомченко, С. О. Камаєва // Науковi нотат-

ки: мiжвуз. зб. – Луцьк, 2008. – Вип. 22. – С. 366 – 371.

43. Хомченко А. Н. Критерiй iнварiантностi температурних полiв серенди-

пових елементiв щодо альтернативних функцiй форми / А. Н. Хомчен-

ко, С. О. Камаєва // Сучаснi проблеми математичного моделювання, про-

гнозування та оптимiзацiї: Мiжнар. наук. конф., Кам’янець-Подiльський, 5-

6 черв. 2008 р. : матерiали. – Кам’янець-Подiльський, 2008. – Вип. 1. –

С. 191 – 196.

44. Хомченко А. Н. Метод конечных элементов: стохастический под-

ход / А. Н. Хомченко. – Ивано-Франковск, 1982. – 7 с. – Деп. в ВИНИТИ

15.10.82, № 5167.

45. Хомченко А. Н. Модели барицентрического усреднения и одношаговые

схемы случайных блужданий / А. Н. Хомченко, В. В. Крючковский // Ма-

тем. модел. в образовании, науке и промыш. – С.-Пб. : МАН ВШ, 2005. –

С. 112 – 115.

46. Хомченко А. Н. Моделирование трансляционных функций формы на гек-

сагоне / А. Н. Хомченко, С. В. Моисеенко О. В. Цыбуленко // Научно-

техн. журнал «Автоматика. Автоматизация. Электротехнические компле-



50

ксы и системы». – 2005. – № 2 (16). – C. 32 – 35.

47. Хомченко А. Н. Моделi методу барицентричного усереднення / А. Н. Хом-

ченко, Н. В. Валько, О. I. Литвиненко // Матерiали мiжн. наук.-

практ. конф.
”
Iнформацiйнi технологiї в системi керування вищою освiтою

України“. – Херсон: ХГУ, 2004. – С. 24 – 26.

48. Хомченко А. Н. Некоторые вероятностные аспекты МКЭ / А. Н. Хомчен-

ко. – Ивано-Франк. ин-т нефти и газа. – Ивано-Франковск, 1982. – 9 с. –

Деп. в ВИНИТИ 18.03.82, № 1213.

49. Хомченко А. Н. Новые модели серендиповых элементов / А. Н. Хомчен-

ко, Т. П. Левая, П. И. Гучек // Прикладная геометрия и инженерная графи-

ка. – 1996. – Вып. 60. – С. 53 – 56.

50. Хомченко А. Н. О базисных функциях МКЭ для уравнений в частных

производных / А. Н. Хомченко // III Респ. симпозиум по диффер. и ин-

тегр. Уравнениям: Тез. докл. – Одесса: ОГУ, 1982. – С. 257 – 258.

51. Хомченко А. Н. О вероятностном построении базисных функций

МКЭ / А. Н. Хомченко. – Ивано-Франк. ин-т нефти и газа. – Ивано-

Франковск, 1982. – 5 с. – Деп. в ВИНИТИ 21.10.82, № 5264.

52. Хомченко А. Н. О модификации серендиповых элементов / А. Н. Хомчен-

ко // Ивано-Франк. ин-т нефти и газа. – Ивано-Франковск, 1983. – 4 с. –

Деп. в ВИНИТИ 4.07.1983, № 3643.

53. Хомченко А. Н. Об усреднении в математическом моделирова-

нии / А. Н. Хомченко, В. В. Крючковский // Вестник Херсонского нацио-

нального технического университета. – 2005. – Вып. 22. – С. 340 – 343.

54. Хомченко А. Н. Обратные задачи об интегральных средних для серенди-

повых полиномов / А. Н. Хомченко, И. А. Астионенко, Е. И. Литвинен-

ко // Вестник Херсонского национального технического университета. –

2007. – Вып. 2 (28). – С. 383 – 389.

55. Хомченко А. Н. Серендиповы элементы и геометрическая вероят-

ность / А. Н. Хомченко // Ивано-Франк. ин-т нефти и газа. – Ивано-

Франковск, 1983. – 5 с. – Деп. в УкрНИИНТИ 28.06.1983, № 629Ук-D83.



51

56. Хомченко А. Н.
”
Скрытые“ параметры и

”
мягкие“ модели серендиповых

элементов / А. Н. Хомченко // Вестник Херсонского национального техни-

ческого университета. – 2008. – Вып. 2 (31). – С. 500 – 503.

57. Хомченко А. Н. Способ построения интерполяционных формул на конеч-

ных элементах / А. Н. Хомченко // Сопротивление материалов и теория

сооружений. – К. : КИСИ, 1985. – Вып. 47. – С. 67 – 70.

58. Хомченко А. Н. Стандартные серендиповы многочлены и линейчатые

поверхности / А. Н. Хомченко, Е. И. Литвиненко, И. А. Астионен-

ко // Комп’ютерно-iнтегрованi технологiї: освiта, наука, виробництво. Мiж-

вузiвський збiрник. Вип. № 6. – Луцьк: Луцький нацiон. техн. унiверси-

тет, 2011. – С. 266 – 269.

59. Топчий Д. О. Криптографические алгоритмы и IT платформы

«ECLECTIC-DT» / Д. О. Топчий // Материалы X международной научно-

практической конференции
”
Новости научной мысли – 2014“. – Пра-

га: Образование и Наука, 2014. – Вып. 12. – С. 46 – 47.

60. Топчий Д. О. The theory of plafales: конструювання базисних функцiй на

трикутнику другого порядку / Д. О. Топчий // Инновационные аспекты

геометро-графического образования: материалы международной научно-

методической конференции (Севастополь, 6 мая – 7 мая 2014 г.). – Севас-

топольский национальный технический университет, 2014. – С. 26 – 27.

61. Топчий Д. О. The theory of plafales: конструювання стандартного бази-

су ССЕ·8 / Д. О. Топчий // Приднепровский научный вестник. – 2014. –

№ 5 (152). – С. 55 – 65.

62. Топчий Д. О. The theory of plafales: конструювання стандартного базису

ССЕ·12 / Д. О. Топчий // Науковi працi Вiнницького нацiонального технiч-

ного унiверситету. – 2014. – № 3 – С. 1 – 9.

63. Топчий Д. О. The theory of plafales: новий пiдхiд до конструювання ба-

зисних функцiй в МСЕ / Д. О. Топчий // Компьютерное моделирование в

наукоемких технологиях: труды международной научно-технической кон-

ференции (Харьков, 28 мая – 31 мая 2014 г.). – Харьковский национальный



52

университет имени В. Н. Каразина, 2014. – С. 390 – 391.

64. Топчий Д. О. The theory of plafales: новий пiдхiд до конструювання ба-

зисних функцiй на трикутнику першого порядку / Д. О. Топчий // Мате-

матичне та комп’ютерне моделювання. Серiя: фiзико-математичнi науки. –

Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет iменi I. Огiєнка, 2014. –

Вип. 10. – С. 170 – 182.

65. Топчий Д. О. The theory of plafales: новий пiдхiд до конструювання ба-

зисних функцiй на трикутнику першого порядку / Д. О. Топчий // Су-

часнi проблеми математичного моделювання, прогнозування та оптимiза-

цiї: Тез. докл. конф. (Кам’янець-Подiльський, 4 квiтня – 5 квiтня 2014 р.). –

Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет iменi I. Огiєнка, 2014. –

С. 166 – 167.

66. Топчий Д. О. The theory of plafales: четверна роль базисних функцiй серен-

дипових скiнченних елементiв. Огляд результатiв / Д. О. Топчий // Науковi

працi Вiнницького нацiонального технiчного унiверситету, 2016. – № 2. –

С. 72 – 78.

67. Topchyi D. The theory of plafales: Applications of new cryptographic

algorithms and platforms in Military complex, IT, Banking system, Fi-

nancial market / D. Topchyi // XLII KONFERENCJA ZASTOSOWAŃ
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